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ABSTRACT

The concept of orthogonality is widely employed in different fields of study, including
algebra and applications. If the inner product of two vectors in the inner product space is
zero, they are said to be orthogonal or perpendicular. This is a standard orthogonality
idea. However, in practice, this concept cannot always be employed in specific application
issues, prompting the development of the concept of standard orthogonality. The
Pythagorean orthogonality is one of its developments. This article examines Pythagorean
orthogonality and its attributes. It also discussed the evolution of linear mapping problems
that preserve Pythagorean orthogonality in inner product spaces.

Keywords: linear mapping, Pythagorean, Pythagorean orthogonality, orthogonality
preserving mapping

Abstrak

Konsep keortogonalan banyak digunakan dalam berbagai lingkup studi, baik dalam
lingkup aljabar maupun aplikasi. Dua buah vector di ruang hasil kali dalam dikatakan
orthogonal atau tegak lurus apabila hasil kali dalam antar keduanya adalah nol. Konsep
tersebut merupakan konsep keortogonalan standar. Namun pada prakteknya terkadang
konsep tersebut tidak dapat digunakan dalam permasalahan aplikasi tertentu, sehingga
munculah perkembangan dari konsep keortogonalan standar. Salah satu perkembangan
konsep tersebut adalah keortogonalan Pythagoras. Dalam artikel ini dibahas konsep
keortogonalan Pythagoras beserta sifat-sifat yang berlaku di dalamnya..

Kata Kunci: pemetaan linear, pythagoras,keortogonalan pythagoras,

PENDAHULUAN

Ilmu matematika sudah banyak mengalami pengembangan sampai sekarang
ini, salah satunya adalah ruang vektor. Ruang vektor merupakan suatu struktur yang
di dalamnya memuat elemen-elemen yang disebut dengan vektor. Ruang vektor
merupakan suatu konsep dalam matematika yang telah dikembangkan selama
ratusan tahun sejak konsep awalnya pertama kali dikenalkan oleh Giuseppe Piano
pada tahun 1888 (Comninos, 2006). Saat ini ruang vektor telah dimanfaatkan
dalam berbagai bidang, baik dalam perannya sebagai konsep yang mendukung
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teori-teori keilmuan lainnya maupun dalam pengaplikasiannya dalam pemecahan
suatu permasalahan (Ranguwar, 2022).

Salah satu pengembangan dari struktur ruang vektor adalah ruang bernorma,
yaitu suatu ruang vektor yang memiliki suatu operasi yang disebut norma di mana
operasi norma tersebut memenuhi beberapa sifat yang telah ditentukan. Konsep
ruang bernorma pertama kali diperkenalkan oleh Stefan Banach pada tahun 1932
dalam bukunya yang berjudul “Theory of Linear Operations”. Ruang bernorma
menjadi topik yang sangat luas dan penting dalam matematika, dan diterapkan pada
berbagai bidang, termasuk analisis fungsional, teori bilangan dan fisika matematika
(Miller, 2020). Perkembangan lain dari ruang vektor adalah ruang hasil kali dalam,
yaitu ruang vektor dengan operasi yang disebut hasil kali dalam. Hingga saat ini
konsep tersebut banyak diaplikasikan pada banyak bidang, salah satu aplikasinya
adalah Penggunaan konsep tersebut dalam menentukan kemiripan dua buah
gambar berdasarkan warna-warna yang terdapat dalam gambar tersebut (Raghavan
dkk., 2003).

Dalam ruang hasil kali dalam dimungkinkan untuk mengetahui besarnya
sudut yang dibentuk oleh dua vektor. Dua buah vektor dikatakan tegak lurus atau
ortogonal ketika hasil kali dalamnya nol. Konsep keortogonalan memiliki banyak
pemanfaatan dalam berbagai bidang salah satunya adalah dalam teori persandian.
Suatu sandi yang memiliki sifat ortogonal lebih mudah untuk dimodifikasi
dibandingkan dengan yang tidak memiliki sifat orthogonal (Reddy dkk., 2018). Di
sisi lain konsep keortogonalan telah banyak dikembangkan oleh beberapa peneliti.
Terdapat beberapa jenis keortogonalan hasil pengembangan tersebut di antaranya
keortogonalan Pythagoras (Ojha dkk, 2019), keortogonalan sama kaki (Ojha dkk.,
2019), keortogonalan Birkhoff-James (Arambasic dkk., 2018), keortogonalan
Roberts (Arambasic dkk., 2018), dan keortogonalan Bisectrix (Zamani, 2015).

Pythagoras adalah salah satu teorema dasar dalam geometri yang
menyatakaan bahwa pada segitiga siku-siku jumlah kuadrat sisi-sisinya sama
dengan kuadrat sisi miringnya (Abdur dkk., 2017). Vektor-vektor pada ruang
vektor dikatakan ortogonal jika sudut yang terbentuk antara kedua vektor tersebut
adalah 90° atau jika hasil kali titik antara kedua vektor tersebut saama dengan nol
(Anton dkk., 2019). Keortogonalan Pythagoras dapat diartikan sebagai sifat di mana
dua vektor orthogonal akan memiliki kuadrat yang sama dengan penjumlahan
norma kuadrat masing-masing vektor.

Transformasi dapat dimaknai sebagai perubahan wujud (konstruksi, tekstur,
karakter, dll.) . Istilah transformasi bermakna perubahan atau perpindahan. Secara
umum, transformasi adalah pemetaan titik-titik pada bidang ke sekumpulan titik
pada bidang yang sama . Adapun Transformasi linear merupakan suatu pemetaan
dari satu ruang vektor ke ruang vektor lainnya yang mempertahankan operasi
penjumlahan dan perkalian skalar (Anton dkk., 2019). Setiap modifikasi pada suatu
objek dari konstruksi aslinya disebut sebagai transformasi. Transformasi
mempunyai penerapan yang sangat luas di berbagai bidang, beberapa di antaranya
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dalam fisika (contohnya transformasi optik), dalam biologi (metamorfosis), dalam
ilmu komputer (transformasi data), dan sebagainya (Syafnuri dkk., 2018).

Konsep Transformasi linear memiliki banyak pemanfaatan dalam berbagai
bidang, salah satunya digunakan utuk menghitung skor kualitas hidup (Rahayu
dkk., 2020). Contoh lainnya adalah transformasi linear dari ruang warna RGB ke
ruang warna Y1Q dan arah sebaliknya (Nasution, 2019). Transformasi linear juga
digunakan sebagai salah satu proses dari enkripsi mode standar dari algoritma
serpent yang menggunakan matriks serpent (Yogatama dkk., 2016) serta digunakan
untuk mengkonstruksi suatu algoritma menyusun sebuah S-box 8 x 8 menggunakan
transformasi linier fraksional yang diterapkan pada bidang Galois GF(2"8) yang
menghasilkan ukuran nonlinier yang sangat tinggi (Farwa dkk., 2016), dan banyak
lainnya.

Selain hal-hal yang disebut di atas, transformasi linear juga memiliki banyak
pengembangan dalam lingkup matematika itu sendiri. Beberapa penelitian
pengembangan tersebut diantaranya adalah pemetaan linear yang mempertahankan
nilai singular terstruktur dari matriks (Costara, 2021), pemetaan linear yang
mempertahankan radius numerik polinomial dari matriks (Costara, 2020),
pemetaan linear yang mempertahankan pembagian Kronecker dari matriks (Hardy
dkk,2018), pemetaan linear yang mempertahankan elemen aljabarik derajat 2 dari
matriks, teori ini dapat memiliki aplikasi yang luas di bidang kriptografi dan
pengolahan gambar (Franca dkk, 2021), pemetaan linear yang mempertahankan
spektrum Lorentz pada matriks 2x2, teori ini dapat memiliki aplikasi yang luas
dalam fisika relativitas dan topologi (Boeno dkk, 2022), dan masih banyak lagi.

Di sisi lain, konsep keortogonalan juga banyak dikembangkan, salah
satunya adalah konsep keortogonalan Pythagoras. Keortogonalan Pythagoras dapat
diartikan sebagai sifat di mana dua vektor orthogonal (tegak lurus) akan memiliki
norma kuadrat yang sama dengan penjumlahan norma kuadrat masing-masing
vektor.

METODE PENELITIAN

Penelitian yang disajikan pada paper ini didasari dari sebuah pertanyaan
yaitu bagaimanakah sifat-sifat keortogonalan Pythagoras di ruang hasil kali dalam.
Apakah sifat-sifat yang berlaku pada konsep keortogonalan standar masih berlaku
sepenuhnya pada keortogonalan Pythagoras.

HASIL DAN PEMBAHASAN

Misalkan V adalah suatu ruang hasil kali dalam dan s, t adalah vektor-vektor di V.
Vector s dikatakan ortogonal pythagoras terhadap ¢ (s L, t) jika ||s + ¢t[|* = [Is]|* +
|It]|%. Dalam hal ini digunakan

Is]| = \/512 + 52+ -+ 52 =./(s,s)
Lemal

Misalkan s, t merupakan dua vektor di suatu ruang hasil kali dalam ¥ maka
a slytetl,s.
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b. s1,te as 1, at, untuk setiap a € R.
C. slytoe(st)=0

Bukti:
Ambil s,t € V dan a € R sebarang.
a. Akanditunjukkans L, t &t 1, s.

[Plsl,t=>tl,s
s L, tartinya [|s + ¢t]|1* = [Is]|* + [|¢]|?

Diperoleh
lIs + ¢l = IIsl|* + [It]l?
= Itll* + lIsll?
= le + slI?

Terbukti bahwa
It + s]1? = [It]|? + |Is||? artinya t l,s
Makas L, t =t 1, s.
[<=]tJ_ps=>sJ_pt
t L, sartinya
it + sl = llell> + lIs|I?

Diperoleh
e+ 11> = llell® + lls||?
=1Isll? + lIll?
= ls + tII?

Terbukti bahwa ||s + ¢[|* = [Is]|* + [|¢||* artinyas L, ¢
Makat L, s=s 1,t
Dengan demikian terbukti bahwa
slytetl,s.m
b. Akan ditunjukan bahwa s L, t © as 1, at, untuk setiap o € R
[=]s L, t = as L, at, untuk setiap « € R
s Lp yartinya |ls + ylI?> = [Isll* + [|¢]|?
Diperoleh ||s + t]|% = ||s]|? + [|¢]|?
lal?lls + ¢l = lal>(llslI* + lIt]I*)
lal?lls + tlI* = lal?[IslI* + [al?[It]]?
(lellls +tID? = (allls)? + (lallltl)?
(la(s + ©)ID? = (llasl)? + (llatll)?
llas + at)|I? = llas||® + llat|l?, artinya as L, at
Maka terbuktis L, t = as 1, at, untuk setiap a € R .
[€las L, at = s L, t, untuk setiap « € R
as L, atartinya |las + at||* = [las||* + ||at]|?
Diperoleh
llas + at||? = [las||* + ||at]|?
la(s + I = llasll* + [atl|?
(lellls +t)? = (lalllsID? + (lalllt])?
lal?lls + tlI* = lal?Isl* + [al?||t]]?
lal?lls + ¢l = lal?(llslI* + It]I*)
ls + tlI* = lIsl|* + l|¢]l, artinyas L, t
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Maka terbukti as L, at = s 1, t, untuk setiap a € R
Dengan demikians L, t & as 1, at, untuk setiagpa E R . m
c. Akan ditunjukkan bahwa s L, t < (s,t) = 0.

[Gls Lyt =>(s,t)=0
s L, t artinya ||s + t]|* = [Is||* + |[¢]|?
Pandang

2
Is + ¢li? = (V{G + 0, G +0))
=((s+1t),(s+1)
(s1+8)(sp +t) + (2 +t2)(s2 +t2) + o+ (sp + tn) (s + t)
SE A+t + 251ty + 55 4 t2 4 255ty + -+ S2 + t2 + 2ty
=st4si4 -t sEHti e+ tE+2(s1ty + Sty +
+ Spty
(s,s) +(t, t) + 2(s, t)

(Vo) +(J&n) +2s0

s + tll® = lIsll® + IItll* + 2(s, t)
Subtitusikan ||s + t]|12 = |Is]|? + ||tl|?
lIslI? + [Itl1? = sl + [Itl]* + 2(s, t)
0 = 2(s,t)
(s,t) =0
Maka terbukti s L, t = (s,t) = 0.
[ls,t)=0=>s L, ¢t

Pandang
2
s+ ¢l = (G +0, G +0))
=((s+1),(s + 1)

= (51t t)(s1 + t1) + (52 + t2)(s + t3) + -+ (Sp + ty)(Sp + tn)
=52+ t7 + 25t + S5 + tZ + 255ty + -+ S2 + t2 + 2spt,
=st4si4tsEHti e+ 2+ 2(s1ty + Spty +

+ Spty
(s,s) +(t, t) + 2(s,t)

2 2
(V&.9) +(en) +2s,6)
s +tlI> = lIsll® + [ItlI* + 2(s, t)
Subtitusikan (s,t) = 0
lIs +¢tll> = lIsl|* + |It]]* + 0
ls + tlI* = |Isll* + lIt||?, artinyas L, ¢t
Maka terbukti (s,t) =0=>s 1, t
Dengan demikian terbutis L, t < (s,t) = 0. m

SIMPULAN

Konsep keortogonalan mengalami banyak perkembangan, salah satunya adalah
keortogonalan pytagoras. Beberapa sifat yang berlaku pada keortogonalan standar telah
dibuktikan masih berlaku pada keortogonalan Pythagoras.
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