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Abstrak 

Dasar penelitian ini merupakan kajian teori fisika secara kuantitatif dengan cara melakukan kajian literatur. 

Penelitian ini mengembangkan metode fast-forward dengan batasan sampai pada penentuan keadaan adiabatik 

dari sistem potensial tangga dengan menggunakan persamaan Schrödinger. Penelitian ini bertujuan untuk 

menentukan fase tambahan, potensial tambahan, dan rapat arus adiabatik pada sistem kuantum dengan potensial 

tangga pada kasus energi lebih besar dari pada potensial penghalang dan energi lebih kecil dari pada potensial 

penghalang. Metode fast-forward pertama kali diperkenalkan oleh Masuda dan Nakamura yang bertujuan untuk 

mempertahankan karakteristik partikel dan mempercepat gerak partikel ketika dipindahkan. Hasil yang 

didapatkan pada penelitian ini yaitu masing-masing kasus memiliki nilai fase tambahan, potensial tambahan dan 

rapat arus adiabatik. Namun, potensial tambahan tidak berlaku untuk fungsi gelombang yang bersifat real yaitu 

pada kasus energi lebih kecil dari pada potensial penghalang pada daerah kedua. 

 

Kata kunci: Adiabatik; Fast-forward; Potensial Tangga; Sistem Kuantum 

 

 

 

Abstract 

 

The foundation of this research is a quantitative analysis of physical theory through a literature review. The study 

devised an expedited approach that includes constraints for determining the adiabatic state of the potential system 

of stairs using the Schrödinger equation. This study aims to investigate the additional phase, potential, and 

adiabatic current density in quantum systems subjected to a step potential for energies that are greater than or 

less than the barrier potential. Masuda and Nakamura first introduced the fast-forward method, which aims to 

expedite particle motion while preserving its unique properties. The study results indicate that all cases have 

supplementary phase values, potential, and adiabatic current density. Please note that technical term 

abbreviations will be explained when first used. Nonetheless, the additional potential is irrelevant to the actual 

wave function in cases where the energy is lower than the barrier potential in the second region. 

 

Keywords: Adiabatic; Fast-forward; Step Potential; Quantum System 

 

 

PENDAHULUAN 

 

Kemajuan teknologi saat ini telah mampu menghasilkan produk yang optimal dalam waktu yang 

singkat. Salah satu hal yang sangat penting dalam kehidupan manusia adalah kecepatan. Dalam bidang 

pembuatan produk kecepatan sangat penting untuk efisiensi waktu, tenaga dan biaya. Cara untuk 

mempersingkat waktu produksi yaitu dengan optimalisasi dan manipulasi beberapa variabel tersebut 

(Benggadinda & Setiawan, 2021). Semakin singkat waktu yang dibutuhkan maka akan diperoleh 
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keuntungan yang lebih besar. Dengan demikian, dapat dikatakan kecepatan merupakan parameter 

kesuksesan sebuah teknologi. 

Masalah yang sering terjadi pada proses produksi pembuatan suatu produk baik pada skala 

makroskopik maupun mikroskopik adalah waktu yang kurang efisien, yang mengakibatkan biaya dan 

tenaga yang dikeluarkan cukup besar. Untuk mengatasi masalah tersebut dibutuhkan metode untuk 

mempercepat proses produksi tanpa mengurangi kualitas produk. Proses mempersingkat waktu 

produksi juga dapat dilakukan dalam dunia mikroskopik, contohnya dalam pembuatan piranti 

elektronik. Benda-benda mikroskopik merupakan berbagai objek yang berukuran sangat kecil tak kasat 

mata, contohnya elektron, proton, atom, dan lain sebagainya (Aini, 2020; Hutagalung et al., 2023). 

Teori kuantum mengatakan pengamatan yang dilakukan terhadap benda mikroskopik berdampak pada 

kerusakan sistem fungsi gelombang (Pebralia, 2020). Fenomena dari teori kuantum ini juga dipelajari 

dalam mata pelajaran fisika dan merupakan salah satu materi esensial dalam pelajaran fisika (Putri et 

al., 2020). 

Proses adiabatik adalah proses dimana parameter luar dari sistem Hamiltonian berubah secara 

adiabatik (Masuda & Nakamura, 2011). Proses dalam dunia kuantum yang bertujuan untuk 

mempertahankan karakteristik setiap tingkat energi disebut proses adiabatik (Elisa et al., 2022). Contoh 

penerapan dinamika kuantum adiabatik yaitu pada proses pemindahan elektron tanpa merubah 

karakteristik elektron tersebut (Benggadinda & Setiawan, 2021). Proses optimalisasi dan manipulasi 

dalam dunia mikroskopik sangat sensitif. Interaksi dengan lingkungan akan menimbulkan perubahan 

karakteristik sistem, sehingga proses pemindahan dan manipulasi elektron perlu mempertahankan 

karakteristik dari elektron tersebut. Konsep untuk mempertahankan karakteristik elektron ketika 

dipindahkan disebut sebagai konsep adiabatik. Namun, konsep adiabatik membutuhkan waktu yang 

lama untuk mencapai titik akhir agar karakteristik elektron tidak berubah. Dalam dinamika kuantum 

adiabatik fungsi gelombang dimodifikasi dalam bentuk fungsi gelombang adiabatik. Fungsi gelombang 

adiabatik adalah fungsi gelombang yang bergantung pada parameter adiabatik (𝜀) yang nilainya sangat 

kecil dan juga bergantung pada fase adiabatik (θ) (Setiawan, 2018). 

Dalam mekanika kuantum terdapat proses adiabatik yang tujuannya untuk memberikan jalan 

pintas menuju adiabatisitas (Chen & Muga, 2010). Terdapat dua metode untuk mempercepat dinamika 

kuantum adiabatik, yaitu metode fast-forward dan metode shortcuts to adiabaticity (Guéry-Odelin et 

al., 2019; Ainayah et al., 2022). Metode fast-forward adalah metode untuk mengaplikasikan potensi 

penggerak (Masuda & Nakamura, 2010a). Metode fast-forward merupakan metode untuk mempercepat 

dinamika kuantum adiabatik tanpa merubah karakteristiknya (Babajanova et al., 2018). Metode ini 

diusulkan oleh Masuda dan Nakamura pada tahun 2010. Hasil penelitian tersebut didapatkan fase 

tambahan fungsi gelombang untuk mempersingkat waktu pada dinamika kuantum (Benggadinda & 

Setiawan, 2021). Melalui penelitian tersebut didapatkan solusi untuk melakukan transportasi adiabatik 

dengan cepat dan ideal tanpa meninggalkan gangguan (Masuda & Nakamura, 2010c). Pada metode fast-

forward terdapat tambahan regularisasi pada parameter Hamiltonian (Setiawan et al., 2019). Sedangkan 

metode shortcuts to adiabaticity atau disingkat dengan STA adalah metode untuk mempercepat 

dinamika kuantum adiabatik yang pertama kali diusulkan oleh Goalo Muga, Xi Chen, dan juga Del 

campo (Del Campo, 2013; Torrontegui et al., 2012; Guéry-Odelin et al., 2019; Elisa et al., 2022). 

Metode fast-forward pada penelitian ini dikembangkan menggunakan persamaan Schrödinger. 

Persamaan diferensial parsial berorde dua yang digunakan untuk melakukan analisis perilaku dualisme 

gelombang partikel yang berasal dari hukum kekekalan energi dan asas yang sesuai dengan hipotesis 

De Broglie disebut dengan persamaan Schrödinger (Naimah, 2019). Persamaan Schrödinger  

merupakan landasan dari mekanika kuantum (Zettili, 2009). Cabang ilmu fisika yang membahas 

masalah fisika dengan pola aljabar dan analitik disebut dengan mekanika kuantum (Gupta et al., 2019).  

Pada sistem kuantum dapat ditinjau sistem dengan berbagai model atau bentuk potensial, salah 

satunya pada potensial tangga. Potensial tangga adalah salah satu analisis dinamika fluks partikel yang 

massanya konstan dan bergerak dengan kecepatan konstan dari kiri ke kanan (Zettili, 2009). Dalam 

potensial tangga terdapat fungsi gelombang yang dapat ditentukan dengan bantuan persamaan 

Schrödinger. Potensial tangga memiliki dua kasus, yaitu energi partikel lebih besar dari potensial 

penghalang dan energi partikel lebih kecil dari pada potensial penghalang.  

Fokus utama penelitian ini adalah menentukan fase tambahan dan rapat arus adiabatik pada sistem 

kuantum dengan potensial tangga. Fase adiabatik merupakan fase yang dapat mempertahankan 

adiabatisitas sistem kuantum tanpa mengganggu karakteristik dan sifatnya (Hutagalung et al., 2023). 



Navigation Physics : Journal of Physics Education 

p-ISSN 2685-2640 | e-ISNN 2722-5593 

68 
 

Persamaan Potensial tambahan didapatkan melalui potensial Hamiltonian yang teregularisasi (Masuda 

& Nakamura, 2010b). Fase adiabatik yang telah didapatkan, digunakan untuk menentukan potensial 

tambahan dan rapat arus adiabatik potensial tangga. Melalui rapat arus adiabatik dapat ditentukan pula 

koefisien refleksi dan koefisien transmisi adiabatik potensial tangga. 
 

 METODE PENELITIAN 

 

Penelitian ini menggunakan teori kuantitatif untuk melakukan pengembangan penelitian fisika. 

Metode penelitian yang dipilih dalam melakukan riset ini yaitu studi literatur terkait pengembangan 

metode fast-forward yang sebelumnya telah dikembangkan oleh Masuda dan Nakamura. Riset ini 

dilakukan mulai awal bulan Agustus sampai bulan November 2023.  

Prosedur penelitian ini terdiri atas lima tahap, yaitu sebagai berikut: 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Gambar  1. Langkah-Langkah Penelitian 

 

a. Pengumpulan literatur 

Pada tahap awal telah dilakukan pengumpulan berbagai literatur terkait metode fast-forward 

sebagai bahan untuk melakukan kajian teori. Literatur yang diambil berupa buku, jurnal, dan media 

elektronik yang sesuai dengan penelitian dan dapat mendukung penelitian ini. 

b. Kajian literatur 

Pada tahap ini, literatur yang sudah dikumpulkan dikaji dengan seksama hingga peneliti mampu 

menyimpulkan literatur yang telah dikaji. Tahap ini sangat penting untuk memudahkan peneliti 

saat mengembangkan teori pada metode fast-forward. 

c. Pengembangan teori 

Fokus utama yang telah ditentukan pada tahap sebelumnya dikembangkan menggunakan metode 

fast-forward dengan bantuan persamaan Schrödinger .  

d. Hasil 

Pada tahap ini, dilakukan perhitungan secara sistematis menggunakan metode fast-forward dengan 

bantuan persamaan Schrödinger . 

e. Kesimpulan 

Hasil perhitungan yang telah didapatkan pada tahap sebelumnya dirangkum dalam bagian 

kesimpulan dengan tujuan untuk menjawab masalah yang telah ditentukan pada penelitian ini. 

 

 

Pengumpulan Literatur 

Kajian Literatur 

Pengembangan Teori 

Hasil 

Kesimpulan 
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HASIL DAN PEMBAHASAN 

 

Potensial tangga adalah suatu kasus partikel yang memiliki massa m dan bergerak dari daerah 

pertama ke daerah kedua (Sani & Kadri, 2022). Pada potensial tangga terdapat potensial penghalang 

yang dapat mencegah partikel untuk menembus atau disebut juga sebagai penghalang gerak partikel. 

Potensial tangga memiliki dua kasus, yaitu kasus energi partikel lebih besar dari pada  potensial 

penghalang dan energi partikel lebih kecil dari pada potensial penghalang. Potensial penghalang adalah 

penghalang gerak partikel yang mencegah partikel bertransmisi (Nugroho, 2019). Kasus potensial 

tangga dapat diselesaikan menggunakan persamaan Schrödinger. Persamaan Schrödinger  merupakan 

persamaan yang mampu mendeskripsikan perubahan fungsi gelombang dalam sistem kuantum 

termasuk potensial tangga. Kedua kasus potensial tangga memiliki nilai potensial sebagai berikut: 

 

𝑉(𝑥) = {
0, 𝑥 < 0
𝑉0, 𝑥 ≥ 0

  ( 1) 

 

Sehingga kedua kasus tersebut dapat digambarkan dalam bentuk grafik berikut ini: 
 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

Gambar  2. Grafik Potensial tangga (a) Potensial tangga pada kasus E>V (b)  Potensial tangga pada kasus E<V 

(Zettili, 2009). 

Metode fast-forward mampu mempercepat dinamika kuantum adiabatik tanpa merubah 

karakteristik partikel, sehingga proses adiabatik dapat semakin cepat dan tidak terjadi gangguan dalam 

sistem kuantum. Metode fast-forward juga dapat diterapkan dalam Potensial tangga dengan cara 

menentukan fase tambahan adiabatiknya. Fase tambahan adiabatik inilah yang mampu 

mempertahankan karakteristik partikel dalam dinamika kuantum adiabatik. 

Fungsi gelombang bergantung waktu dituliskan sebagai berikut (Griffiths, 2004): 

Ѱ𝑛(𝑥, 𝑡) = 𝜓𝑛(𝑥)𝑒−𝑖𝜔𝑡 ( 2) 

Frekuensi sudut (𝜔) memiliki hubungan dengan energi (E) yaitu 𝜔 =
𝐸

ℏ
, sehingga persamaan (2) dapat 

dituliskan sebagai berikut (Hutagalung et al., 2023). 

Ѱ𝑛(𝑥, 𝑡) = Ѱ𝑛(𝑥, 𝑡)𝑒−(𝑖 ℏ⁄ ) ∫ 𝐸𝑛 ⅆ𝑡
𝑡

0  ( 3) 

Dalam kasus potensial tangga, fungsi gelombang dari kedua kasus disubstitusikan ke dalam 

persamaan Schrödinger bergantung waktu. Berikut ini persamaan Schrödinger bergantung waktu. 

𝑖ℏ
ⅆѰ𝑛(𝑥, 𝑡)

ⅆ𝑡
= −

ħ2

2𝑚

ⅆ2Ѱ𝑛(𝑥, 𝑡)

ⅆ𝑥2 + 𝑉0Ѱ𝑛(𝑥, 𝑡) ( 4) 

Persamaan (4) merupakan persamaan Schrödinger yang didapatkan melalui separasi variabel persamaan 

Schrödinger tak bergantung waktu. Persamaan Schrödinger tak bergantung waktu dapat dituliskan 

sebagai berikut: 

−
ħ2

2𝑚

ⅆ2𝜓𝑛(𝑥)

ⅆ𝑥2 + 𝑉0 𝜓𝑛(𝑥) = 𝐸𝑛𝜓𝑛(𝑥) ( 5) 

0 0 

𝐶𝑒−𝑘′2𝑥  
𝐶𝑒𝑖𝑘2𝑥 

 𝐴𝑒𝑖𝑘1𝑥 

𝐵𝑒−𝑖𝑘1𝑥 

𝐸 

𝐴𝑒𝑖𝑘1𝑥 

𝐵𝑒−𝑖𝑘1𝑥 

𝐸 

𝑥 𝑥 

(a) 

𝑉𝑥  𝑉𝑥 

(b) 
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Berdasarkan penelitian yang dilakukan oleh Masuda dan Nakamura fungsi gelombang dan 

potensial bergantung waktu dapat diregularisasi dengan cara memodifikasi parameter t menjadi R(t). 

𝑅(𝑡) = 𝑅0 + 𝜀𝑡 ( 6) 
ⅆ𝑅(𝑡)

ⅆ𝑡
= 𝜀 ( 7) 

𝜀 ≪ 1 ( 8) 

Berdasarkan persamaan (7) dan (8) parameter adiabatik (𝜀) merupakan hasil diferensial antara laju 

perubahan adiabatik (R(t)) terhadap waktu yang nilainya sangat kecil. Untuk memastikan partikel 

bergerak secara adiabatik fungsi gelombang ditambah dengan fase tambahan (𝜃) dan potensial ditambah 

dengan potensial tambahan (�̃�), sehingga fungsi gelombang teregularisasi dan potensial teregularisasi 

dapat ditulis sebagai berikut. 

Ѱ𝑛
(𝑟𝑒𝑔)(𝑥, 𝑅(𝑡)) = 𝜓𝑛(𝑥, 𝑅(𝑡))𝑒

−(𝑖 ℏ⁄ ) ∫ 𝐸𝑛(𝑅(𝑡)) ⅆ𝑡
𝑡

0 𝑒𝑖𝜀𝜃(𝑥,𝑡)  ( 9) 

𝑉0
(𝑟𝑒𝑔)(𝑥, 𝑅(𝑡)) = 𝑉0(𝑥, 𝑅(𝑡)) + 𝜀�̃�(𝑥, 𝑡) ( 10) 

Fungsi gelombang bergantung waktu yang diregularisasi dan potensial teregularisasi 

disubstitusikan ke dalam persamaan Schrödinger sehingga menghasilkan dua persamaan Schrödinger, 

yaitu persamaan Schrödinger dengan fungsi real dan fungsi imaginer (Masuda & Nakamura, 2010a). 

Fungsi real 

|𝜓𝑛|2
𝜕2𝜃

ⅆ𝑥2 + 2𝑅𝑒 [𝜓𝑛
 𝜕𝜓𝑛

 ∗

𝜕𝑥
]

ⅆ𝜃  

ⅆ𝑥
+

2𝑚0
 

ħ
𝑅𝑒 [𝜓𝑛

 𝜕𝜓𝑛
∗

𝜕𝑅
] = 0 

( 11) 

Fungsi Imaginer 

ħ 

𝑚0
𝐼𝑚 (𝜓𝑛

∗ 𝜕𝜓𝑛
 

𝜕𝑥

 

)
𝜕𝜃  

𝜕𝑥
+

�̃�

ħ
|𝜓𝑛|2 + 𝐼𝑚 [𝜓𝑛

∗ 𝜕𝜓𝑛

𝜕𝑅
] +

𝜕𝜃

𝜕𝑡
|𝜓𝑛|2 = 0 

( 12) 

 

Persamaan umum fase tambahan adiabatik dapat ditentikan dengan menggunakan persamaan 

(11) karena 𝜃 tidak hanya ditinjau dengan fungsi real saja, sehingga nilai 𝜃 dapat ditentukan meskipun 

𝜓𝑛 bersifat imaginer dan di dalam persamaan (11) tidak ada variabel lain yang harus didefinisikan 

terlebih dahulu. Setiap suku yang bergantung R akan bernilai 0, karena fungsi gelombang yang 

digunakan bergantung R. Berikut persamaan umum fase adiabatik jika fungsi gelombang merupakan 

fungsi imaginer. 

𝜃𝑛 =
𝐶𝑛𝑥

|𝜓𝑛|2 ( 13) 

Berikut persamaan umum fase adiabatik jika fungsi gelombang merupakan fungsi real. 

𝜃𝑛 = 𝐶𝑛 ∫
1

|𝜓𝑛|2 ⅆ𝑥 ( 14) 

𝐶𝑛 pada persamaan umum fase tambahan merupakan konstanta dari hasil integral. Untuk menentukan 

persamaan umum potensial tambahan adiabatik, digunakan persamaan (12) karena variabel �̃� ada 

dipersamaan (12). Fungsi gelombang yang ditinjau adalah fungsi gelombang tak bergantung waktu, 

sehingga  suku yang bergantung R dan t bernilai 0. Sesuai dengan persamaan (12) fungsi gelombang 

tak bergantung waktu hanya berlaku untuk fungsi gelombang dalam keadaan imaginer. Berikut ini 

persamaan umum potensial tambahan. 

�̃�𝑛 = −
ħ2 

𝑚0
𝐼𝑚 (

1

𝜓𝑛

ⅆ𝜓𝑛
 

ⅆ𝑥

 

)
ⅆ𝜃𝑛

 

ⅆ𝑥
 ( 15) 

Rapat arus adiabatik (J), Refleksi (R) dan Transmisi (T) dapat ditentukan dengan rumus sebagai berikut: 

(Zettili, 2009). 

𝐽 =
𝑖ℏ

2𝑚
(Ѱ(𝑟𝑒𝑔)(𝑥, 𝑅(𝑡))

ⅆѰ(𝑟𝑒𝑔)∗
(𝑥, 𝑅(𝑡))

ⅆ𝑥
− Ѱ(𝑟𝑒𝑔)∗

(𝑥, 𝑅(𝑡))
ⅆѰ(𝑟𝑒𝑔)(𝑥, 𝑅(𝑡))

ⅆ𝑥
) ( 16) 

𝑅1 =
|𝐽𝑝𝑎𝑛𝑡𝑢𝑙|

|𝐽𝑚𝑎𝑠𝑢𝑘|
 ( 17) 

𝑇1 =
|𝐽𝑙𝑒𝑤𝑎𝑡|

|𝐽𝑚𝑎𝑠𝑢𝑘|
 ( 18) 
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Potensial Tangga 𝑬 > 𝑽 

Fungsi gelombang potensial tangga pada kasus energi lebih besar dari pada potensial 

penghalang dapat dituliskan sebagai berikut (Zettili, 2009). 

Ѱ1(𝑥, 𝑡) = (𝐴𝑒𝑖(𝑘1𝑥−𝜔𝑡) + 𝐵𝑒−𝑖(𝑘1𝑥+𝜔𝑡))          (𝑥 < 0) 
( 19) 

Ѱ2(𝑥, 𝑡) = (𝐶𝑒𝑖(𝑘2𝑥−𝜔𝑡))                                       (𝑥 ≥ 0) ( 20) 

Dengan menggunakan syarat batas 𝜓1(𝑥)|𝑥=0 =  𝜓2(𝑥)|𝑥=0 dan 
ⅆ𝜓1(𝑥) 

ⅆ𝑥
|

𝑥=0
=

ⅆ𝜓2(𝑥) 

ⅆ𝑥
|

𝑥=0
 didapatkan 

hubungan antara A, B, dan C, sebagai berikut: 

𝐵 =
𝑘1 − 𝑘2

𝑘1 + 𝑘2
𝐴 ( 21) 

𝐶 =
2𝑘1

𝑘1 + 𝑘2
𝐴 ( 22) 

Sehingga fungsi gelombang pada persamaan (19) dan (20) data dituliskan sebagai berikut. 

Ѱ1(𝑥, 𝑡) = (𝐴𝑒𝑖(𝑘1𝑥−𝜔𝑡) +
𝑘1 − 𝑘2

𝑘1 + 𝑘2
𝐴𝑒−𝑖(𝑘1𝑥+𝜔𝑡)) ( 23) 

Ѱ2(𝑥, 𝑡) = (
2𝑘1

𝑘1 + 𝑘2
𝐴𝑒𝑖(𝑘2𝑥−𝜔𝑡)) ( 24) 

Fase tambahan adiabatik daerah pertama dan daerah kedua dapat ditentukan dengan cara 

menyubstitusikan nilai 𝜓𝑛 (fungsi gelombang tak bergantung waktu) ke dalam persamaan (13), karena 

𝜓𝑛 merupakan fungsi imaginer. Persamaan (23) digunakan untuk menentukan fase tambahan daerah 

pertama (𝜃1) dan persamaan (24) untuk fase tambahan daerah kedua (𝜃2). Sehingga didapatkan hasil 

sebagai berikut. 

𝜃1 =
𝐶1𝑥

𝐴2 (1 +
𝑘1 − 𝑘2
𝑘1 + 𝑘2

𝑒2𝑖(𝑘1𝑥) +
𝑘1 − 𝑘2
𝑘1 + 𝑘2

𝑒−2𝑖(𝑘1𝑥) + (
𝑘1 − 𝑘2
𝑘1 + 𝑘2

)
2

)

 
( 25) 

𝜃2 =
𝐶2(𝑘1 + 𝑘2)2𝑥

4𝐴2𝑘1
2  ( 26) 

Fungsi  gelombang adiabatik kasus E>V dapat dituliskan sebagai berikut. 

Ѱ1
(𝑟𝑒𝑔)(𝑥, 𝑅(𝑡)) = (𝐴𝑒𝑖(𝑘1𝑥−𝜔𝑡) +

𝑘1 − 𝑘2

𝑘1 + 𝑘2
𝑒−𝑖(𝑘1𝑥−𝜔𝑡)) 𝑒𝑖𝜀𝜃1(𝑥,𝑡) ( 27) 

Ѱ2
(𝑟𝑒𝑔)(𝑥, 𝑅(𝑡)) =

2𝑘1

𝑘1 + 𝑘2
𝐴𝑒𝑖(𝑘2𝑥−𝜔𝑡)𝑒𝑖𝜀𝜃2(𝑥,𝑡) ( 28) 

Untuk menentukan grafik amplitudo daerah pertama, maka perlu dihitung nilai amplitudonya. 

Nilai amplitudo daerah pertama dapat ditulis sebagai berikut. 

|Ѱ1
(𝑟𝑒𝑔)(𝑥, 𝑅(𝑡))|

2
= 𝐴2 (1 +

𝑘1 − 𝑘2

𝑘1 + 𝑘2
𝑒2𝑖(𝑘1𝑥) +

𝑘1 − 𝑘2

𝑘1 + 𝑘2
𝑒−2𝑖(𝑘1𝑥) + (

𝑘1 − 𝑘2

𝑘1 + 𝑘2
)

2

) ( 29) 

Dengan nilai dari 𝑘1dan 𝑘2 sebagai berikut. 

𝑘1 =
√2m0𝐸

ℏ
 ( 30) 

𝑘2 =
√2m0(𝐸 − 𝑉0)

ℏ
 ( 31) 

Simbol k yang dimaksud dalam persamaan (29) merupakan bilangan gelombang. Berdasarkan 

persamaan (30) dan (31), nilai dari 𝑘2 akan lebih kecil dari pada 𝑘1 karena energi dikurangkan dengan 

potensial penghalang sebesar 𝑉0. Berdasarkan persamaan (29) grafik amplitudo daerah pertama dapat 

digambarkan dalam bentuk grafik 2 dimensi dan grafik 3 dimensi.   
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(a) 

 

 
(b) 

 
(c) 

 
(d) 

 

Gambar  3. Grafik fungsi gelombang adiabatik daerah pertama pada kasus E>V 

Keempat grafik pada Gambar  3.  digambarkan dengan nilai x mulai dari -5 sampai 0, nilai A=1 

dan dengan nilai bilangan gelombang yang bervariasi. Grafik 2 dimensi (a)  digambarkan dengan nilai 

𝑘1 = 2, 𝑘2 = 1. Grafik 2 (b)  digambarkan dengan nilai 𝑘1 = 3, 𝑘2 = 2. Grafik 3 dimensi bagian (c) 

digambarkan dengan nilai 𝑘2 = 1 dan 𝑘1 mulai dari 1 sampai 3. Grafik 3 dimensi bagian (d) di 

gambarkan dengan nilai 𝑘2 = 2, 𝑘1 mulai dari 3 sampai 6. Berdasarkan grafik dapat disimpulkan bahwa 

semakin besar nilai bilangan gelombang maka jumlah gelombang yang dihasilkan semakin banyak. 

Potensial tambahan adiabatik daerah pertama dapat ditentukan dengan menyubstitusi masing-

masing nilai 𝜓𝑛 ke dalam persamaan (15). Dengan memisalkan 
ⅆ𝜃1

 

ⅆ𝑥
= 𝛼1 dan  

ⅆ𝜃2
 

ⅆ𝑥
= 𝛽1,  maka 

didapatkan has 

�̃�1 = −
ħ2 

𝑚0
Im (

𝑖𝑘1𝛼1(𝑒𝑖𝑘1𝑥 −
𝑘1 − 𝑘2
 𝑘1 + 𝑘2

𝑒−𝑖𝑘1𝑥) 

𝑒𝑖𝑘1𝑥 +
𝑘1 − 𝑘2

𝑘1 + 𝑘2
𝑒−𝑖𝑘1𝑥 

) ( 32) 

�̃�2 = −
ħ2 

m0
Im(𝑖𝑘2

 )𝛽1 ( 33) 

Untuk menentukan rapat arus adiabatik, perlu didefinisikan masing-masing arus adiabatik terlebih 

dahulu. Berikut arus adiabatik pada masing-masing keadaan: 

Ѱ(𝑟𝑒𝑔)
𝑚𝑎𝑠𝑢𝑘(𝑥, 𝑅(𝑡)) = 𝐴𝑒𝑖(𝑘1𝑥−𝜔𝑡)𝑒𝑖𝜀𝜃1(𝑥,𝑡) ( 34) 

Ѱ(𝑟𝑒𝑔)
𝑝𝑎𝑛𝑡𝑢𝑙(𝑥, 𝑅(𝑡)) = 𝐵𝑒−𝑖(𝑘1𝑥+𝜔𝑡)𝑒𝑖𝜀𝜃1(𝑥,𝑡) ( 35) 

Ѱ(𝑟𝑒𝑔)
𝑙𝑒𝑤𝑎𝑡(𝑥, 𝑅(𝑡)) = 𝐶𝑒𝑖(𝑘2𝑥−𝜔𝑡)𝑒𝑖𝜀𝜃2(𝑥,𝑡) ( 36) 

Dengan menggunakan persamaan (16) masing-masing rapat arus dapat ditentukan sebagai berikut : 

𝐽𝑚𝑎𝑠𝑢𝑘 =
ℏ

𝑚
|𝐴|2(𝑘1 + ε ∝1) ( 37) 

𝐽𝑝𝑎𝑛𝑡𝑢𝑙 =
ℏ

𝑚
|𝐴|2 (

𝑘1 − 𝑘2

𝑘1 + 𝑘2
)

2

(−𝑘1 + 𝜀 ∝1) ( 38) 
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𝐽𝑙𝑒𝑤𝑎𝑡 =
ℏ

𝑚
|𝐴|2 (

2𝑘1

𝑘1 + 𝑘2
)

2

(𝑘2 + ε𝛽1) ( 39) 

Substitusikan masing-masing rapat arus ke persamaan (17) untuk menentukan refleksi dan persamaan 

(18) untuk menentukan transmisi dengan diketahui nilai dari  
𝑘2

𝑘1
 = 𝐾 = √1 − 𝑉0/𝐸 (Zettili, 2009). 

𝑅1 =
(1 − √1 − 𝑉0/𝐸)

2

(1 + √1 − 𝑉0/𝐸)
2

(𝑘1 − 𝜀 ∝1)

(𝑘1 + ε ∝1)
 ( 40) 

𝑇1 =
4

(1 + √1 − 𝑉0/𝐸)
2

(𝑘2 + ε𝛽1)

(𝑘2 + ε ∝1)
 ( 41) 

Potensial Tangga 𝑬 < 𝑽 

Fungsi gelombang potensial tangga pada kasus energi lebih kecil dari pada potensial 

penghalang dapat ditulis sebagai berikut (Zettili, 2009). 

Ѱ′
1(𝑥, 𝑡) = 𝐴𝑒𝑖(𝑘1𝑥−𝜔𝑡) + 𝐵𝑒−𝑖(𝑘1𝑥+𝜔𝑡)          (𝑥 < 0) 

( 42) 

Ѱ′
2(𝑥, 𝑡) = 𝐶𝑒−𝑘′

2𝑥−𝑖𝜔𝑡                                       (𝑥 ≥ 0) ( 43) 

Dengan menggunakan syarat batas 𝜓′1(𝑥)|𝑥=0 =  𝜓′2(𝑥)|𝑥=0 dan 
ⅆ𝜓′1(𝑥) 

ⅆ𝑥
|

𝑥=0
=

ⅆ𝜓′2(𝑥) 

ⅆ𝑥
|

𝑥=0
 

didapatkan hubungan antara A, B, dan C, sebagai berikut. 

𝐵 =
𝑘1 − 𝑖𝑘′

2

𝑘1 + 𝑖𝑘′
2

𝐴 ( 44) 

𝐶 =
2𝑘1

𝑘1 + 𝑖𝑘′
2

𝐴 ( 45) 

Sehingga fungsi gelombang pada persamaan (42) dan (43) dapat dituliskan sebagai berikut. 

Ѱ′
1(𝑥, 𝑡) = 𝐴𝑒𝑖(𝑘1𝑥−𝜔𝑡) +

𝑘1 − 𝑖𝑘′
2

𝑘1 + 𝑖𝑘′
2

𝐴𝑒−𝑖(𝑘1𝑥+𝜔𝑡) ( 46) 

Ѱ′
2(𝑥, 𝑡) =

2𝑘1

𝑘1 + 𝑖𝑘′
2

𝐴 𝑒−𝑘′
2𝑥−𝑖𝜔𝑡 ( 47) 

Nilai 𝜃′
1 dapat ditentukan dengan cara mensubstitusikan nilai 𝜓′

1 (fungsi gelombang tak 

bergantung waktu) ke persamaan (13) karna 𝜓′
1 bersifat imaginer. Nilai 𝜃′

2 dapat ditentukan dengan 

cara mensubstitusikan nilai 𝜓′
2 (fungsi gelombang tak bergantung waktu) ke persamaan (14) karena 

𝜓′
2
 bersifat real.  

𝜃′
1 =

𝐶′1𝑥

𝑘1 + 𝑖𝑘′
2

𝑘1 − 𝑖𝑘′
2

𝐴𝑒2𝑖𝑘1𝑥 +
𝑘1 − 𝑖𝑘′

2𝐴
𝑘1 + 𝑖𝑘′

2
𝑒−2𝑖𝑘1𝑥 + 2𝐴

 
( 48) 

𝜃′
2 =

𝐶′2(𝑘1
2 + 𝑘′

2
2

)

8𝐴𝑘1
2𝑘′

2

𝑒2𝑘′
2𝑥 ( 49) 

Fungsi  gelombang adiabatik dapat ditulis sebagai berikut: 

Ѱ′
1

(𝑟𝑒𝑔)
(𝑥, 𝑡, 𝑅(𝑡)) = 𝐴𝑒𝑖(𝑘1𝑥−𝜔𝑡) +

𝑘1 − 𝑖𝑘′
2

𝑘1 + 𝑖𝑘′
2

𝐴𝑒−𝑖(𝑘1𝑥+𝜔𝑡) eiε𝜃′
2(x,t) ( 50) 

Ѱ′
2

(𝑟𝑒𝑔)
(𝑥, 𝑡, 𝑅(𝑡)) =

2𝑘1

𝑘1 + 𝑖𝑘′
2

𝐴𝑒−𝑘′
2𝑥−𝑖𝜔𝑡eiε𝜃′

2(x,t) ( 51) 

Grafik amplitudo dapat ditentukan dengan menghitung nilai amplitudo. Berikut nilai amplitudo 

dari daerah pertama kasus energi lebih besar dari pada potensial pengharlang. 

|Ѱ′
1

(𝑟𝑒𝑔)
(𝑥, 𝑡, 𝑅(𝑡))|

2
= 𝐴2 (

𝑘1 + 𝑖𝑘′
2

𝑘1 − 𝑖𝑘′
2

𝑒2𝑖𝑘1𝑥 +
𝑘1 − 𝑖𝑘′

2

𝑘1 + 𝑖𝑘′
2

𝑒−2𝑖𝑘1𝑥 + 2) ( 52) 

Dengan nilai dari 𝑘1dan 𝑘2 sebagai berikut 

𝑘1 =
√2m0𝐸

ℏ
 ( 53) 
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𝑘2 =
√2m0(𝑉0 − 𝐸)

ℏ
 ( 54) 

Simbol k yang dimaksud dalam persamaan (52) merupakan bilangan gelombang. Berdasarkan 

persamaan (53) dan (54) nilai dari 𝑘2 akan lebih kecil dari pada 𝑘1 karena akan dikurangkan dengan 

potensial penghalang sebesar 𝑉0. Berdasarkan persamaan (52) grafik amplitudo daerah pertama dapat 

digambarkan dalam bentuk grafik 2 dimensi dan grafik 3 dimensi.   

 

(a) 

 

(b) 

 
(c) 

 
(d) 

 

Gambar  4. Grafik fungsi gelombang adiabatik daerah pertama pada kasus E<V 

Gambar  4.  merupakan hasil plot dari amplitudo daerah pertama. Keempat grafik pada gambar 

3 digambarkan dengan nilai x mulai dari -5 sampai 0, nilai A=1 dan dengan nilai bilangan gelombang 

yang bervariasi. Grafik 2 dimensi (a)  digambarkan dengan nilai 𝑘1 = 2, 𝑘2 = 1. Grafik 2 (b)  

digambarkan dengan nilai 𝑘1 = 3, 𝑘2 = 2. Grafik 3 dimensi bagian (c) digambarkan dengan nilai 𝑘2 =
1 dan 𝑘1 mulai dari 1 sampai 3. Grafik 3 dimensi bagian (d) di gambarkan dengan nilai 𝑘2 = 2 dan k1 

mulai dari 3 sampai 6. Berdasarkan grafik dapat disimpulkan bahwa semakin besar nilai bilangan 

gelombang maka jumlah gelombang yang dihasilkan semakin banyak. Berikut hasil plot dari amplitudo 

daerah pertama kasus energi lebih kecil dari pada potensial penghalang. 

Potensial tambahan adiabatik daerah pertama dapat ditentukan dengan menyubstitusi nilai 𝜓′
1
 

dalam persamaan (15). Untuk potensial tambahan adiabatik daerah kedua bernilai 0 karena fungsi 

gelombangnya merupakan fungsi real. 

Berikut hasil turunan fungsi gelombang dan fase tambahan adiabatik dengan memisalkan 
ⅆ𝜃′

1
 

ⅆ𝑥
= 𝛼2. 

�̃�′1 =
ħ2 

𝑚0
𝐼𝑚 (

𝑖𝑘1𝛼2 (𝑒𝑖𝑘1𝑥 −
𝑘1 − 𝑖𝑘′

2
𝑘1 + 𝑖𝑘′

2
𝑒−𝑖𝑘1𝑥)

𝑒𝑖(𝑘1𝑥) +
𝑘1 − 𝑖𝑘′

2
𝑘1 + 𝑖𝑘′

2
𝑒−𝑖(𝑘1𝑥)

 ) 

( 55) 

Untuk menentukan rapat arus, perlu didefinisikan terlebih dahulu masing-masing arus pada 

setiap keadaan. Berikut arus adiabatik pada masing-masing keadaan: 

Ѱ′(𝑟𝑒𝑔)
𝑚𝑎𝑠𝑢𝑘(𝑥, 𝑅(𝑡)) = 𝐴𝑒𝑖(𝑘1𝑥−𝜔𝑡)𝑒𝑖𝜀𝜃′

1(𝑥,𝑡) ( 56) 

5 4 3 2 1
x

1

2

3

4

1
reg 2 x, R t

5 4 3 2 1
x

1

2

3

4

1
reg 2 x, R t



Navigation Physics : Journal of Physics Education 

p-ISSN 2685-2640 | e-ISNN 2722-5593 

75 
 

Ѱ′(𝑟𝑒𝑔)
𝑝𝑎𝑛𝑡𝑢𝑙(𝑥, 𝑅(𝑡)) = 𝐵𝑒−𝑖(𝑘1𝑥+𝜔𝑡)𝑒𝑖𝜀𝜃′

1(𝑥,𝑡) ( 57) 

Ѱ′(𝑟𝑒𝑔)
𝑙𝑒𝑤𝑎𝑡(𝑥, 𝑅(𝑡)) = 𝐶𝑒(−𝑘′

2𝑥−𝑖𝜔𝑡)𝑒𝑖𝜀𝜃′
2(𝑥,𝑡) ( 58) 

Dengan menggunakan persamaan (16) masing-masing rapat arus dapat ditentukan dengan memisalkan 
ⅆ𝜃′

1
 

ⅆ𝑥
= 𝛼2 dan 

ⅆ𝜃′
2

 

ⅆ𝑥
= 𝛽2 sebagai berikut : 

𝐽′
𝑚𝑎𝑠𝑢𝑘 =

ℏ

𝑚
|𝐴|2(𝑘1 + 𝜀𝛼2) ( 59) 

𝐽′
𝑝𝑎𝑛𝑡𝑢𝑙 =

ℏ

𝑚
(|𝐵|2(−𝑘1 + 𝜀𝛼2)) ( 60) 

𝐽′
𝑙𝑒𝑤𝑎𝑡 =

ℏ

𝑚
|𝐶|2𝜀𝛽2𝑒−2𝑘′

2𝑥 ( 61) 

Substitusikan masing-masing rapat arus ke persamaan (17) untuk menentukan nilai refleksi dan 

substitusikan masing-masing arus ke persamaan (18) untuk menentukan transmisi. 

𝑅2 =
(−𝑘1 + 𝜀𝛼2)

(𝑘1 + 𝜀𝛼2)
 

  ( 62) 

 

 

PENUTUP 

 
Penelitian ini telah berhasil menentukan hasil dari fase tambahan, potensial tambahan dan rapat 

arus adiabatik pada potensial tangga. Fase tambahan dan arus dapat didefinisikan pada semua daerah, 

sedangkan potensial tambahan tidak dapat didefinisikan pada semua daerah. Potensial tambahan hanya 

berlaku pada fungsi gelombang dalam keadaan imaginer, sehingga pada kasus E<V daerah kedua, 

potensial tambahan tidak dapat didefinisikan. Pada kasus E>V atau energi penggerak lebih besar 

daripada potensial penghalang didapatkan fase tambahan (𝜃) sesuai persamaan (25) dan (26), potensial 

tambahan (�̃�) sesuai persamaan (32) dan (33), dan rapat arus (J) sesuai persamaan (37), (38), dan (39). 

Pada kasus E<V atau energi penggerak lebih kecil dari pada potensial penghalang didapatkan fase 

tambahan (𝜃′) sesuai persamaan (48) dan (49), potensial tambahan (𝑉′̃) sesuai persamaan (55) dan 

rapat arus (J’) sesuai persamaan (59), (60), dan (61).  
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